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Blatt 6

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei E ein metrischer Raum. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fir jedes p € P(E) gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) und
eine Zufallsvariable X derart, dass die Verteilung von X mit p iiberein-
stimmt, d.h. px = p.

(b) Fiir jede Wahl py, ..., u, € P(E), n > 1 gibt es einen Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, 7, P) und unabhéngige Zufallsvariablen X1, ..., X, mit ux, = u;
firalle j=1,...,n

Aufgabe 2 (/ Punkte)
Sei g € Cy(R?). Zeigen Sie, dass fiir jedes » € R? gilt

_Jatyl?

/g(y) (1m0} dy — g(=z), a—0.

Rd

Hinweis: Fiihren Sie eine geeignete Substitution durch und zeigen Sie, dass
_ly?

(4 : —-dy schwach gegen dy(dy) konvergiert fiir o — 0.
ye’ 2

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei u ein endliches Mafl auf RY. Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften:

() 1A()] < (R fiir alle € € R
(b) 7(0) = ().

(c) pist gleichméssig stetig.
(d) p ist positiv (semi-)definit.

Hinweis: Gehen Sie analog zu dem Beweis aus der Vorlesung vor.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Bestimmen Sie fi(§) fiir die folgenden Wahrscheinlichkeitsmafie auf R

(a) p(dz) = 1 g0 (z)5de mit a > 0.1



(b) p(dz) = e Y A6 (dw) mit A > 0.
k=0

(¢) p(dz) = Ae ™ 1jg o0y (z)dz mit A > 0.
(d) p(dz) = 36-1(dz) + 361 (dx).
Hinweis: Direkt nachrechnen.

Aufgabe 5 (5 Punkte)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Verteilung px(dz) = p(x)da auf R. Zeigen Sie
die folgenden Aussagen:

(a) Angenommen es gilt p(z) = p(—z) (d.h. X und —X haben diesselbe Ver-
teilung). Zeigen Sie, dass die Verteilung von Y := X? eine Dichte ¢ hat,
welche gegeben ist durch.

(b) Angenommen p(z) =0 fiir x < 0 (d.h. X > 0). Zeigen Sie, dass die Vertei-
lung von Y := v/X eine Dirchte hat und diese gegeben ist durch

q(y) = Lo.e0)(y)2up(y°).

(¢) Angenommen p(z) = 0 fiir z < 0. Zeigen Sie, dass die Verteilung von
Y :=log(X) eine Dichte hat und die Dichte gegeben ist durch

q(y) = e'p(e’).

(d) Zeigen Sie, dass Y := eX eine Dichte hat und die Dichte gegeben ist durch

p(log(y))
2(y) = L(o,00)(¥) :
Yy
(e) Angenommen p(z) = 0 fiir x < 0. Zeigen Sie, dass YV := HLX eine Dichte

hat und diese Dichte gegeben ist durch

q(y) = Ljo,1)(v) a _1y>2p (1 2 y) :

Hinweis: Formen Sie E(f(Y)) geeignet um, wo f eine beliebige beschrinkte
messbare Funktion ist. Schliefen Sie daraus die Behauptung.




